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�� � ��������  �	�� 0���	�� ����� ����	��	� �� ��� ��� � ������� ��� � ���� �������� ��� ��� ��	����� ��
��� 0���	�� �� 9��1� �� �		 0����� �� ��� ����� ���� � ����������������� ������ ��� �� ����� �������
���������� �$������� ��� ��� �0 �� � ���� �� 0����� ��� ���������  �	��� ��� ��� ��	����� �� ��� ���� 0�����
��� ������� A���� ����� ���������  �	��� �� ��������  �	��� � *�1��� ��������� �� ���� �� ��	 � ��� �������
���������� �$�������� /�� �������� �� ��� ��	����� �� ���� ��0�� �� �� �������� ����������� �� ��� ��������
�� 0����� �� ��� ���� �� � ����������� �� ����� /�� ������ ���� ��� ������ ���� ��� �������	����
���������� 1��� ��� �������� ������ ��� ���� ������	 ��������� �� ��� ��	����� ��� �� ��$����� �� ����
����� ��� ��� ������ �� ��	�9�	� �� �� ���������	 1��� ��� ��	�����  �����  ��� ��0��	� � �� ����� �������
( ���������� �� �� �� �� ���0���� . ��� �� �� @	��1�		 ��� ������ 3�.-74 ��� ���0��� � �� @	��1�		
3�.+.�4�

�0& �������) ����������	 ��� 
�	��� �������	���� �������	�

/�� ��		������� ������ �� �� � ��������� �00����� �� ��� ��	����� �� �������� �����������	 �$�������� �� ���
�� �00	��� �� 0���	��� �� ������ ������	  �	�� �� ��������  �	�� ��0�� ��00��� ��� �00��6����� ��	����� ��
��0�������� �� 0�	������	 ����5 ��� �� � ������ �� �������� 0�	������	�� /�� ������������ ��� ��
���������� �� �������� ��� ������ �� ��� �������� ����������5 ��� ��9��� �� ������� ��� �����������	
�$������ �� � ������ �� ��	����� 0����� �� ��� ������ /�� ��	��	����� �� �����������1��� ��� 	�����
�����������	 �$������� 3���	����� �$������� ��� �	�� �� ��	 �� �� �� ������� � ������$�� ����� ��
	������������4� /�� ����	� �� � ��� �� �������� ������������5 ���� 1���� ��� ��	����� ��� �� � �	����� ��
��� 0���� ����� #7�('�� ( ��		�� ���������� �� �� �� �� ���0��� �� �� @	��1�		 3�.+.�4 ��� ���0��� ��
�� @	��1�		 ��� ������ 3�.-74�

/��� ������ ��� �� �����	 ��� ��������� �00��6�������� �� �������� �����������	 ���������� ��� �6��0	�5
��00��� 1� ��$����  �	��� �� ��� �����	 �������� ��
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8� ��	 � ��� �����	 �����������	 �$������ �� ��		������� ��� ������ ��� �������� ������������ �� ���
��	�����5 1���� 1� ��� ��� �� ��������� � �������� ��� ��
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1��� �00��0����� �������� ���������� �� �� �� �1� 0�����5 ��� �� ��	 �� �� � ���	�� �B��� ������� ��
���� ������ ��� �����������	 �$������ �� ����������� �� ������� 1���� ��� �� ��	 �� ��� � �0�������
����� �	�� �� � �������� ������� ( ���������� �� �� �� �� ���0��� �� �� @	��1�		 ��� ������ 3�.-74 ���
� ���0	��� ������0���� �� �� �� �� ���� 3�.-)4� ���� ���� ������	 ����� �	�� 0���	��� ��� �� ��	 ��
�� ��� ������� ��������� �� ������� ����

& '���%%�	�����	� �	 ������ �	� (�� �� �)������� '����	��

����3 ����� �� ��� A����� *��� ��� ���� ��0	���������� �� ����9 ���� � ������� �� � ��	��	��

/���� ��� �� �������� 1���� ���	 ������	� 1��� �<,!#C �$�������� /���� ��� ��1� �� �� �����������
�� 	����� ������� �� ���	 �$������� �� ��� ��$����� ����� �0	�� ���� �$������ ���� ��� ���	 ��� ���������
0���� ��� ��	 � ��� ��� ���	 ��� ��������� 0���� �� ���� ���0����� �� ��� ��	������ 8��	�� ���� 0������
����	�� ��� ��?� �� ��� ������ ��� ��� ��� �	1��� �� �00��0����� �� ���� ��9� � ��	��	� ��� ��� ��� ��		
����� �� �������� 0�� ���� 0������	��

&0� �	����� 1���� $�����%�

�� ������	5 ��� ��������� ����������� �������5 &�����'���� 3&'4 �������� ����	� �� ����� ��� ��� ����	
��$�������� �� ����������� ������ � ����� ��� �00��0����� �������� ��� "7�
� ��� "7���: "7�
� �� �
����0 ������� ��� "7���� ��� ���� ���0	�6 ���9� ����� ��� � ������� �� � ��	���� ��������2 "7�"�5
"7�8�5 "7�C�5 "7�D� ��� "7�E�� 8��� � ������ �� �� �� ���������� � �� � 	��� ����� �� 1���
��	��� �	� ���� �������� ��$��������� ���  �����	�������5  �����	�����0 (���� ����� ��� �� ���� ����������
/�� �00��0����� ������� �� ���� ���� �� "7��=�� ��� ���� ���0	�6 ���9� ����� �� (���� ���� ����� ��� �
������� ��6 ��	���� ��������2 "7�F��5 "7�F@�5 "7�FC�5 "7�F8�5 "7�FD� ��� "7�FE��

��� ����� �������5 ���� �� ����� 1���� ����		� ������� ��0��	� �������� ��������� ���0������5 ��� ���91���
"�������������� �����	� 3�"�4  �����	�������5  �����	�����0 ����� ����	� �� ����� /�� �00��0����� �������
�� ���� ���� �� "7�#=�� ��� ���� ���0	�6 ���9� ����� � �"� ���� ����� ��� � ��		������ �� �������� ��
���0��� "7�,G*� /���� �������� ��� ����� ��0	���� �����������	 �	������� ������� ��� ������� �������
�	������� � �� �"� ������$��� 1���� ��� �� �00��0����� �� ���� ��������������

�� ����� ��� ��� ���� ��1 �� �	������ � 0���	��5 ���� ��� �� ���� �� 0������ ���� 0��	������� ��	��	������
1��� "7���5 1���� ��� �������� 1������ ��� ������ �� ������ 8� �	�� �� ��� 0��������� ���� ����	
��	��	������ 1��� "7��� 3&'45 "7��=� 3(����4 ��� "7�#=� 3�"�4 �� �� �� ��������� 1���� ��0� ��
������� �� ���� �00	��� �� ��� 0���	��� /�� ����	������ ����	� �� ����� �� ��� ���0���� ���� ���� ���
��� ������ �� � �	������� �� ��� ���� ��� � �������� ��� ��� @	��1�		 3�.+.�4 ��� ���� �����	��

��� ������������ ������� �� ��� �0����	 ���� ��������� �� ������� � ��� &�����'�����*������ 3&'*4
������� "7�!(� ����	� �� �����

&0�0� '�	#�24���� �����	��

/�� ����� &' ������� �� "7�"� 1���� ��9�� ��� ����������� ���0 �� � ����� (� �	������� � �� "7���5
1���� 0�� ���� ���0�� �� ������0������� 0������ /�� ������	������� �� ������ "7��� �� "7�"� ��� ���
������� �� �0�����	 ��0���5 ���	����� ������ �� ������5 �� ���� �� � ��		 �� ��� ����0 ������� "7�
��
<0�����	 ���0�� ����������� ����� ��� ����������� ��� ����� ����� ����������5 �� ��	�����5 ��� �� ��������
�� ��		� �� ��� ���������� �������� "7�D� ��� "7�E� ���0���� �	�� "7�C� ��� �� ���� �� �����0�	���
�� ����������� 0������� �� "7�"� �� �� � ��	����� ��� ���� ��� �  �	��� ���1��� ��� ����������� 0������
"7�8� ��� �� ���� �� ����� ��� ��� �� ��� ����������� ����� 1��	�� ����������� ����� "7�"��

/���� �� � ���0	� ��� ��� ������� "7��=�5 1���� ���������� � ������ � �� � ����� ���5 �0�����		�5
���0���� ������������ ���0�� ���G�� ���������� ��� 0������� 1���� � �0������� �������� �� ��� ��	����� ��
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/�� ������	 (����  �����	�������  �����	�����0 ������� �� "7�F��5 1���� 0�� ���� � ������ �� ���������
����� ������	 ��� ��� �0���� �� � ��0���������� ������������ ������$��� &� ���� ������������� ��� ���� ���
�����������	 �$������ ��� ���� ���������� �������� �� 0�� ���� �� "7�F@�5 1���� �����1��� ��� ��� ����
����	����� �� "7�F��� ( �� ���� ������������� ������� ��9�� � ������ �� ��� ��		��� 3���40������ ���
� �	������� �� �$������� ������ ���� ��		��� � �������00	��� 0��������� /�� ������	������� �� ������ ��
"7�F�� ��� "7�F@� ��� ��� ������� �� �0�����	 ��0��� �� ���� �� � ��		 �� ��� ����0 ������� "7�F8��
<0�����	 ���0�� ����������� ����� ��� ����������� ��� ��� ����� �������� ��� �� �������� �� ��		� �� ���
���������� �������� "7�FC� ��� "7�FD� ���0���� �	�� "7�FE� ��� �� ���� �� �����0�	��� ��
����������� 0������� �� "7�F�� �� "7�F@� �� �� � ��	����� ��� ���� ��� �  �	��� ���1��� ���
����������� 0������

/���� �� � ���0	� ��� ��� ������� "7��=�5 1���� ���������� � ������ � �� � ����� ���5 �0�����		�5
���0���� ������������ ���0�� ���G�� ���������� ��� 0������� 1���� � �0������� �������� �� ��� ��	����� ��
?����
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@�����	 �������� ��� �60	���� ��� ��0	���� �������� �����������	 �$������� 1��� � 1��� ����� �� �0����� ���
���������� ������ ��� �0����	 ����� �� ��������	 	����� �	����� ��� 0�� ���� �� ���0��� "7�,G*� (
��0����� �������� ���������� ��� ��� �� ���� ������0��� �� �� �� ���������	� ������ ��� �������� �� ���
������0����

/���� �� � ���0	� ��� ��� ������� "7�#=�5 1���� ���������� � ������ � �� � ����� ���5 �0�����		�5
���0���� ������������ ���0�� ���G�� ���������� ��� 0������� 1���� � �0������� �������� �� ��� ��	����� ��
?���� �� ��� � �0����������� ����	�� �� ��� (���� ������� "7��=� �6��0� ���� �� ��	 � ��� �$������� �������

�� ��� �"� ������ �� �00��6������� �� ��� =������� ���
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��	��	���� �������		� ��� ��� ���� ��� ��00	� �� ���	���� �60�������� �� ���� ����� ��00	���� � �������
���	���� �60������� 1�		 ������ ��� ������ �� ���0���� ���� �����
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/�� &�����'�����*������ ������� "7�!(� ���� ������ � 	�1� �� ���������� ������ 3������ �� ��� ����4�
/�� ������ �� ������ ��� ����� ������	 ��� ��� ������� �� �0�����	 ��0��� �� ���� �� � ��		 �� ��� ����0
������� "7�!C�� <0�����	 ���0�� ����������� ����� ��� ����������� ��� �� �������� �� � ��		 �� ���
���������� ������� "7�!D�� 8��� ��� 	�1������ ������ ��� ���� ��0	���� "7�!E� ��� �� ���� ��
�����0�	��� �� ����������� 0������� �� "7�!(� �� �� � ��� ��	����� ��� ���� ��� �  �	��� ���1��� ���
����������� 0������

&0� !��	��� 1���� $�����%�

�� ������	5 ��� � ���	����� ������ �� ��6�� ����� 1��� ��0������ �������� ����������5 ��� ��		�������
������ 3"7�/'� ��� ��� ���������� ��������4 ��� �� ����� ���	��� �� � ���� ������	 ������ ��� ����� ��
����������� ���� � ������	� ���� ��� ��������� �� "7�/'�5 ��� �6��0	� �����0������ �������� ����������
�� 0���	��� 1��� ��9��1� 0��������� 3��� ������� - �� "7�/
� ��� �����	�4�

��� ���0	� ��������  �	�� 0���	��� 1��� �������� ��������  �	��� ��� ���� ��� 0����� �� ��� � ����
����� �� ��� �������� ������ �� ������ ���������� ������ ��� 1���� ����� ��� �������� 1��� ���0	� ��		���
��$������ 3"7�>(� ��� "7�@(�4�

��� �������	� ��������  �	�� 0���	���5 1���� ��� ���� ����� �� �6������ ���� ������	 � �� ��� ��	��	�����5
��� 1���� ��� ��		������� ������ 0�� �� �����������	5 ��� ���� ��� 1��� �� ��� ��� �	������� � ������� ��
�������� 3"7��(�4 �� ������������������ 3"7�&(�4�

*��� ���� �� �� ��� 0�����	� �� ��9� � ��		� ��������� ��������  �	�� �������5 ��� ��� ���� ����	� ��
0��0���� �� �60������� 1��� ��������� ��������  �	��� �� � ��������� ������� �� ��� 0���	�� �� �� �		 �������	��
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��� ����0 ������� "7�/
�� <0�����	 ���0�� ����������� ����� ��� ����	 ���� ��� ��������� ��6����
����� ��� �� �������� �� � ��		 �� ��� ���������� ������� "7�/E�� /�� ��	����� ���1���� �� ��� ���� ���
�� ���0���� �� � ��		 �� ��� �����0�	����� ������� "7�/D�� �� "7�/'� �� ����� ���� �� ��	 � � ��$�����
�� ��	���� 0���	��� ���� ��� ������������ ������� "7�/C� ����	� �	�� �� �����
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Problem Routine

R K method Adams method BDF method

Package for Solving Stiff Equations

Package for Solving Second−order
Systems of Special Form

D02M−D02N Subchapter

D02L routines

D02BJF

D02BJF
D02BJF

D02PCF, D02PDF

D02PVF, D02PWF

D02PXF, D02PYF

D02CJF

D02CJF
D02CJF

D02QFF, D02QGF

D02QWF, D02QXF

D02QYF, D02QZF

D02EJF

D02EJF

D02M routines

D02N routines

D02XKF, D02XJF

and D02ZAF

D02HAF
D02HBF, D02AGF

D02SAF

D02TKF, D02TVF, D02TXF, D02TYF, D02TZF

D02GAF
D02GBF
D02RAF

D02JAF

D02JBF
D02TGF

D02KAF
D02KDF
D02KEF

Initial−value Problems
Driver Routines

Integration over a range with
optional intermediate output and
optional determination of
position where a function of
the solution becomes zero

Integration over a range
−with intermediate output
−until function of solution becomes zero

Comprehensive Integration routines

Boundary−value Problems
Collocation Method, Mixed
Order

Boundary−value Problems
Shooting Method
simple parameter
generalised parameters
additional facilities

Boundary−value Problems
Finite−difference Method
simple parameter
linear problem
full nonlinear problem

Chebyshev Collocation, Linear Problems
single equation
first−order system
general system

Sturm−Liouville Eigenvalue Problems
regular problems
general problems
eigenfunction calculation

D02EJF

�	���������	 � ��� �� !���	� "�#�	�
 $	��	�
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D02PCF, D02PDF, 
D02PVF, D02PWF,
D02PXF, D02PYF

D02QFF, D02QGF,
D02QWF, D02QXF,
D02QYF, D02QZF

D02CJF D02BJF

first order ?

Is the problem

  = f(x,y) ?y 

Yes

Driver

No

Initial Value Problems

YesNo

Yes No

known to be stiff ?

Is the problem

Is the problem

see subchapter Introduction 

Use routines from
Subchapter D02M/N,

for details.

of the form:

Use the D02L
routines

Convert to first 
order problem

Backward Difference Formula

Adams Runge-Kutta

Driver routine
or

Driver routine
or

Comprehensive Comprehensive

Driver

Choose a method :

Comprehensive suite? Comprehensive suite?

��� � �����	�
 ���������	� ���	���� �	���������	 � ���

����������� ����'
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Are only boundary values 
to be determined

Choose a method :

Shooting method

Finite differences

Collocation

Choose a method :

Shooting method

Finite differences

Collocation

Choose a method :

Shooting method

Finite differences

Collocation

Choose a method :

Shooting method

Finite differences

Collocation

D02TKF D02RAF D02SAF

simply of the form:

Boundary Value Problems

Yes No

Yes

No

D02GAF D02HAF D02HBF D02GBF

Is the problem

 = f(x,y) ?y

�	���������	 � ��� �� !���	� "�#�	�
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